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الرحيــــــــــم الرِحمـــــــن اللّـــــــه بِســـــــم

وقتِ در او سلام و فتوح مفتاح او پيغام و است روح راحتِ او نام که خدايى آن نام به
است. نوح کشت را بلانشينان او مهر و مجروح دل مرهم او ذکر و صبوح را مؤمنان صباح
کارها شده، آشنا انه بي شده، شيدا جان�ها تو نام به شده، گويا زبان�ها تو نام به ، الهـــــــ

است. شده پيدا راه�ها و شده هويدا
اى بى�نهايت، آخر اى� و بى�هدايت اول اى بى�عدد، �واحد اى و بى�مدد خالق اى ، الهـــــــ
به و خود کمال با صفات به و خود لايزال بذات خلايق، بر مهربان اى و بى�منّت بخشنده
خود هواى را ما دل دِه، خود صفاى را ما جان خود، جمال عظمت به و خود جلال عزت

بِه. آن که دِه آن را ما و دِه خود ضياى را ما چشم دِه،
جدايى، خلق از صفات و ذات در بى�همتايى، اَحديت در تايى، ی الهيت در ، الهـــــــ

خدايى. را همه گدايى، هر پناه و بينوا هر مايه کبريايى، به متّحد بهايى، به متّصف
او در که دِه علم آيد، رهنمون بهشت به که دِه طاعت افزايد، طاعت که دِه دل ، الهـــــــ
ذّل که دِه دل بيند، تو ربوبيت غّر که دِه ديده�اى نبود، ريا او در که دِه عمل نبود، هوا آتش
را مت ح زهر که دِه جان کند، گوش در تو بندگ حلقه که دِه نفس گزيند، تو عبوديت

کند. نوش طبع به
دست�آويزى که گير دست نيفتيم، چاه در تا دِه بينايى و نيفتيم راه از تا دِه دانايى ، الهـــــــ

نداريم. گريز پاى که بپذير نداريم،
است، طبيبى را دردمندى هر تو کرم از است، نصيبى را مفلس هر تو وجود از ، الهـــــــ
قطره�اى را نيازمندى هر تو بخشش بسيارى از است، بهره�اى را کس هر تو رحمت سعت از
شيفته�اى هر است، سراج تو از محب هر دل در است، تاج تو از مؤمن هر سر بر است،

است. ديدارى روز آخر را منتظرى هر است، کارى و سر تو با را
نيست. حسرت جزء ما قصه سرانجام نيست، عنايت ما به تو سر کمين در گر ، الهـــــــ
وکارى نی با ر ش کدام برتابد؟ تو صفت خرد کدام رسد؟ ستايشتو به زبان کدام ، الهـــــــ

رسد؟ تو عبادت گزاردن به بنده کدام آيد؟ برابر تو
سر و نيست کران هيچ را تو فضل درياى و نيست زبان هيچ را تو ر ش اداى ، الهـــــــ

نيست. آن از بهتر که ره ما بر کن هدايت نيست، عيان س هيچ بر تو حقيقت

انصارى ه عبدالّ خواجه مناجات�نامه از گزيده�اى

ی



به: تقدیم

شهداى و علم دوستدارن
ناجا مرزبان

دو



ساب ق مخا
الْخالق. ر یشْ لَم الْمخلوق ر یشْ لَم من و

و است تابان روشن، روز چهره بر او قدرت آثار که احديت حضرت بارگاه ارزان سپاس و حمد
را علم درهای و شناساند ما به را خویشتن که آفریدگاری درفشان. تار، شب دل در او مت ح انوار
معرفت و علم طریق در را خویش ضعیف بنده بدان، تا فرمود عطا فرصت و عمری و گشود ما بر
دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد دریغ بی زحمات از �دانم م خود وظیفه�ی آغاز در بیازماید.
ایشان ارزنده�ی راهنمایی�های بدون قطعاً که نمایم قدردان و ر تش صمیمانه ، صالحـــــ سعيـــــد
مشاوره�ی و مطالعه زحمات که موسوی دکترحمید آقای جناب از �رسید. نم انجام به مجموعه این
راهنمایی مورد را اینجانب احسن نحو به رساله این سازی آماده در و فرمودند تقبل را رساله این
داوری که عيـــــوضلــــــو جعفـــــرصــــادق دکتر آقای جناب از دارم. را امتنان کمال دادند، قرار
تمام از همچنين و �نمایم. م ر تش دادند، انجام زیاد وقت صرف و دقت نهایت با را رساله این
گرام اساتید تحصیلم، دوران دبیران کلیه از دارم. را ر تش و قدردان کمال تحصیلم دوران دوستان
ریاض مدیرگروه رنجبــــــرى اصغــــــر دکتر همچنين و فغفـــــــورى مرتضــــــ دکتر بخصوص

در که تبریز اه دانش تکمیل تحصیلات و ریاض علوم ده�ی دانش محترم کارکنان نیز و محض
همچنين �نمایم. م ر تش شده�اند، متحمل را فراوان زحمات اینجانب اه دانش تحصیلات مدت
عزیزم، فرماندهان همچنين و عزیزم، همسر و پـــــــدر بخصوصاز خانواده�ام اعضای کلیه از سپاس
دانستن، غرور شدن، باور ناب لحظات که فرشتگان مهربان نژاد زینال سرهنگ جناب به�خصوص

هستم. آنها سبز حضور مديون را زندگيم زيباى تجربه�هاى و رسيدن عظمت خواستن، جسارت

رزاده ت
۱۳۹۳

سه



حجت نام: شیرزاده دانشجو: خانوادگ نام

پئانو حساب در عدد ی تعریف کوتاهترین عنوان:

� صالح سعید : راهنما استاد

موسوی حمید : مشاور استاد

تبریز اه دانش ریاض منطق گرایش: محض ریاض رشته: ارشد� کارشناس : تحصیل مقطع

٣۶ صفحات: تعداد ١٣٩٣ : التحصیل فارغ تاریخ ریاض علوم ده دانش

پئانو. حساب گودل، ناتمامیت قضیه بِری، پارادوکس واژه�ها: کلید

یده چ

فلسف ایده�ی توسط بود، بیستم قرن ریاضیات نتایج مهمترین از که گودل، ناتمامیت قضیه�ی
دروغگو پارادوکس به�جای که �کند م اشاره �اش اصل مقاله�ی در گودل شد. اثبات دروغگو پارادکس
جست. بهره توصیف�ناپذیر) طبیع عدد ترین پارادکسبِری(کوچ مانند پارادوکس�ها ر دی از �توان م
ی با اول مرتبه فرمول توسط عدد ی تعریف کوتاهترین که �شود م داده نشان پایان�نامه این در
مفهوم همان �کند م تعریف را عدد ی که فرمول مفهوم که جایی است؛ محاسبه�ناپذیر آزاد متغیر

شد. برده ار ب ناتمامیت قضیه�ی برای آن اثبات در بولوس توسط که است
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مقدمـه

از کمتر با فارس زبان در را آن �توان نم که طبیع عدد �ترین کوچ است: چنین بِری پارادوکس

اعداد مجموعه�ی که چون دارد، وجود عددی چنین اولا است؟ کدام کرد، توصیف کلمه بیست

با فارس زبان در آنرا �توان نم که طبیع عدد �ترین «کوچ عبارت ثانیاً است. خوش�ترتیب طبیع

دارد!؟ کلمه بیست از کمتر که است عدد ی از توصیف خود کرد» توصیف کلمه بیست از کمتر

است. شده يل تش بخش سه از است، شده نگارده [٢] اساس بر که پایان�نامه این اول فصل

بِری؛ پارادوكس اعتبار ضد بر استدال اول: بخش

اول؛ بخش در شده ارایه نظريه� برای تاییدکننده بحث�های دوم: بخش

پارادوكس. ساختن برقرار دوباره احتمال امتحان سوم: بخش

اثبات بِری پارادوکس از استفاده با است شده نگارده [۴] و [٧] اساس بر که دوم فصل در

همه شامل آن خروج که وریتم ال �کنیم: م اثبات زیر ل ش به را ناتمامیت اول ازقضیه�ی� جدیدی

از استفاده با حقیقت در ندارد. وجود نباشد نادرست جملات شامل و باشد حسابی درست جملات

را ناتمامیت دوم قضیه�ی مقدمات آن از و �شود م ارائه ناتمامیت اول قضیه�ی از اثبات بولوس، روش

قضیه�ی اثبات این که �شود م داده نشان سوم فصل در گرفت. خواهیم نتیجه مدل نظریه� صورت به

شده گرفته الهام شده، حسابی تمامیت قضیه�ی از کاربرد ی و کرایسل اثبات از ناتمامیت، دوم

برای اثبات این چون �کنیم، م بیان پئانو حساب روی تنها را نتایج مسئله، شدن ساده�تر برای است.

است. انجام قابل پئانو حساب از اصل�پذیر بازگشت طور به توسیع هر

نیاز مورد مناسب فرمول ی ساختن برای که است زیادی کارهای است نهفته بحث این در آنچه

بسیار تلاش نیازمند حداقل بِری، پارادوکس با جدید» «اثبات در کلیدی فرمول وجود اثبات است.

٢



٣ مقدمه

دلیل اثبات شیوه�ی این ه بل نیست آن ایجاز خاطر به بِری پارادوکس با اثبات به ما علاقه��ی است.

�دهد. م ارائه وریتم�ها ال ناتمامیت برای متفاوت و ر دی

متغیر ی با اول مرتبه فرمول توسط عدد ی تعریف کوتاهترین که �شود م داده نشان همچنین

است مفهوم همان �کند م تعریف را عدد ی که فرمول مفهوم که جایی است، محاسبه�ناپذیر آزاد

برهان که �گیریم م نتیجه پس شد. برده ار ب ناتمامیت قضیه�ی برای آن اثبات در بولوس توسط که

با نیز فصل این پایان در نیست. ( وریتم (ال ساختاری گودل، ناتمامیت اول قضیه�ی برای بولوس

�کنیم. م اکتفا گودل ناتمامیت دوم قضیه�ی اثبات به شده حسابی تمامیت قضیه�ی از استفاده



١ فصل

بِری پارادوکس

۴



۵ بِری پارادوکس .١ فصل

نتيجه�ی ی به نهايت در درستاستول ظاهر در حداقل استکه استدلال معناى پارادوکسبه

که گزاره�اى يا و (P ∧ ¬P مانند (گزاره�اى محض تناقض ی حت يا و ما تجربيات با متناقض

واژه�ى ترجمه�ی در مترجمان البته �شود. م منجر (1 = 0) مثلا است تناقض در حساب اصول با

تضاد، اقوال، در تعارض اجماع، خارق معما، باطل�نما، تناقض�نما، قبيل از معادل�هايى پارادوکس١

را پارادوکس دقيق معناى آنها از ی هيچ �رسد م نظر به اما نموده�اند. زين جاي را ... و تنازع ناسازه،

ترجمه بدون را آن خود �دهند م ترجيح مترجمان برخ که است جهت همين به شايد �کنند. نم بيان

قبول غير�قابل جمله�ی ی آوردن دست به از پارادوکسعبارتاست واقع، در بياورند. فارس زبان در

�شود م سع پارادوکس حل براى نيز، دليل همين به معتبر. استنتاج قواعد و مقبول مقدمات از

تنها پذيرفته را نتيجه اينکه يا و کرده وارد خدشه استنتاج قواعد اعتبار در يا و مقدمات صدق در يا

اين به را پارادوکس �توان م ر، دي عبارت به �نمايد. م جلوه قبول غيرقابل چرا که شود داده توضيح

آنچه يعن ماست. شهود و انتظار خلاف و باورنکردن تناقض�آميز، که آنچه نمود: تعريف صورت

�رسد م غلط نظر به يا است، درست ول �رسد م غلط نظر به است، غلط ول �رسد م درست نظر به

است. غلط واقعاً و

تعمیم بینش، تعمیق دانش، مرزهای گسترش برای انگیزه ایجاد در پارادوکس�ها تاریخ نظر از

مثلا داشته�اند. رف ش تأثیر جدید شناخت زبان قوانین وضع و دقت افزایش استدلال، شیوه�های

مجموعه�ها نظریه�ی پارادوکس�های ،١٩ تا ١٧ قرن�هاى در حسابان تکامل در زنون پارادوکس�های

کانتور، مجموعه�های (شهودی) نظریه�ی تدقیق در راسل و کانتور ، فورت بورال پاراداوکس�های مانند

در بوچوفس پارادوکس بیستم، قرن در گودل ناتمامیت قضیه�ی برهان طرح در دروغگو پارادوکس

مفاهیم لات مش طرح در زنون تیر پارادوکس و تامسون لامپ پارادوکس و زبان نارسایی�های درک

داشتند. به�سزايى نقش فیزی در نظری

سال در بوچفار٢ مثلا شده�اند. گرفته کار به پاراداوکس�ها رجوع و رفع برای متفاوت ابزارهای

فرازبان از �توان م همچنین کرد. استفاده پارادوکس�ها تحلیل برای ارزش سه منطق�های از ١٩٣٨

و درست آن�ها روی که ... و دوم نوع اول، نوع نام�های با مختلف لایه�های به جملات تفکی برای

١Paradox
٢D.A. Bochvar



۶ بِری پارادوکس .١ فصل

که دروغگو پارادوکس مورد در مثلا که کاری کرد، استفاده �شوند م تعیین مستقل به�طور نادرست

زبان تقسیم با ٣ تارس آلفرد مثال برای است. شدن انجام است» دروغ �گویم م «آنچه �دارد م بیان

زبان مورد در که فرازبان و �کند م صحبت زبان از بیرون امور مورد در که موضوع زبان لایه�ی دو به

عبارت است»، دروغ ��گویم م «آنچه �گوییم م وقت که �کند م استدلال �گويد، م سخن موضوع

ساختار نظر از لذا و است رفته کار به موضوع لایۀ در است فرازبان به متعلق که است» «دروغ

حل برای �شود، م ظاهر (وعلم) ریاضیات در پارادوکس که هربار حال، این با دارد. ال اش منطق

مناسب شناخت زبان قوانین یا کنیم تصحیح یا بخشیم بهبود داریم چه آن از را خود فهم باید آن

به کاف آن�ها گرفتن جدی و ریاضیات کالبد در پارادوکس�ها قراردادن برای دليل این و کنیم وضع

�رسد. م نظر

غیرمنتظره، پارادوکسدار مانند نادرستهستند؛ استدلال از نادرستحاصل نتایج پارادوکس�ها بعض

پارامندیس) شاگرد و ایتالیا جنوب در الیا اهل پنجم (فیلسوفقرن لاکپشتزنون و پارادوکسآشیل

در هستند. ما تعاریف و اصول در الات اش از ناش پارادوکس�ها از دسته�ای استقراء؛ پارادوکس و

اشاره ساکسون آلبرت پارادوکس و سقراط پارادوکس و دروغگو پارداوکس به �توان م مورد این

پارادوکس راسل، پارادوکس مانند پارادوکس�ها از بسیاری بروز که دریافتند راسل و پوانکاره کرد.

در خودارجاع تعريف�های وجود علّت به ... و بِرى پارادوکس خودنامصداق، پارادوکس کانتور،

مانند هستند، درست حال عین در و باورنکردن و ما شهود خلاف پارادوکس�ها بعض است. آنها

هستند مبهم تعریف�های از ناش پارادوکس�ها از تعدادی تولد. روز و باناخ-تارس پارادوکس�های

اشتقاق و تامسون لامپ مانند پارادوکس�ها بعض سياه. تخته ريچارد، توده، پارادوکس�های مانند

... و زمان حرکت، مانند فیزی در نظری مفاهیم به مربوط فلسف لات مش از ناش بخش دو به

اين در شود). مراجعه مصلحیان صال محمد موحدی، ضیاء منابع به بیشتر بحث (برای مربوطند

�کنيم. م بسنده رفته�، کار به پايان�نامه اين در که بِری پارادوکس بيان به صرفاً ما مختصر

٣A. Tarski
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بِری پارادوکس

عدد «بزرگترین جمله مثال عنوان به �کنند. م توصیف را طبیع عدد ی فارس جملات بعض

�کنند. م توصیف را ٢ و ٩٩ اعداد ترتیب به زوج» هم و باشد اول هم که «عددی یا « رقم دو طبیع

توصیفنیست». قابل کلمه� ١٣ از کمتر با که طبیع عدد �ترین «کوچ یرید: ب نظر در را عبارت این

این باشد چنین اگر است؟ توصیف قابل کلمه� ١٣ با �کند، م دلالت �آن بر عبارت این که عددی آیا

زیرا داریم، تناقض ی باز نباشد اگر و باشد چنین �تواند نم تعریف بنابه زیرا است، تناقض ی

قابل کلمه� ١٣ از کمتر با که طبیع عدد �ترین «کوچ واقع در پس دارد. کلمه ١٢ فوق عبارت خود

دارد. کلمه ١٢ تنها بالا عبارت که زیرا است. توصیف قابل کلمه� ١٣ از کمتر با نیست» توصیف

است. کرده بِری۴منسوب به را آن و شده ارایه راسل برتراند توسط ١٩٠۶ سال در پارادوکس این

همچنين �باشد، م ٢٠ و ١٩ قرن در شده کشف معنايى پارادوکس�هاى به متعلق پارادوکس اين

بردارد. در را خودنامصداق۶ و ريچارد۵ پارادوکس�هاى

بِری پارادوکس اعتبار ضد بر استدلال ١.١

ليست استاندارد واژه�نامه ی در فارس زبان واژه�هاى تمام که �کنيم م فرض بحث، شروع براى

فارس زبان از کلمه ١٣ از کمتر در �تواند م که است طبيع اعداد همه مجموعه�ی T و شده�اند

متناه تعداد فقط پس دارد، وجود فارس واژه متناه تعداد تنها که آنجايى از باشد. شده توصيف

اعداد مشخصاً است. متناه مجموعه�ی ی T يعن است؛ موجود کلمه ١٣ از کمتر ترکيبات از

کمتر در که طبيع عدد ترين کوچ بنابراين هستند. بزرگتر T اعضاى همه از که دارند وجود طبيع

وجود با نيست. T به متعلق عدد اين تعريف، بنابه دارد. وجود نيست توصيف قابل کلمه� ١٣ از

ارى آش تناقض ی با ما است. T به متعلق آن بنابراين کرده�ايم، توصيف کلمه ١٢ در را آن ما این،

۴Berry

کرد. مشخص زبان ی کلمه�هاى از متناه تعداد با �توان نم را ١ و ٠ بين حقيق اعداد تمام مجموعه�ی ۵

« «فارس و است خونامصداق « «آلمان مثلا �کند، نم صدق خودش مورد در که است کلمه�اى خودنامصداق، ۶

خودمصداق.
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ابهام از عارى فوق در شده ذکر استدلال بپذيريم را T مجموعه�ی وجود ما اگر که چرا هستيم. روبرو

فرض باشد. داشته وجود �تواند نم T همچون مجموعه�اى که �رسيم م نتيجه اين به یقیناً بود. خواهد

در �کند م مشخص را طبيع عدد ی که توصيف که است اين بِرى پارادوکس بطن در شده اشاره

مجموعه�ی با را ۴ و ٣ اعداد �توان نم يعن باشد؛ شده استفاده �تواند نم دوباره ر دي عدد توصيف

اينکه دادن نشان برای شده�ايم. قایل نيز تفاوت آنها بين که حال در کرد تعريف کلمات از سان ی

ايجاد را کلمه�اى ١٣ از کمتر عبارات از گروه و متن ی بايد ما است، نادرست بِرى پارادوکس

توصيف کلمه ١٣ از کمتر در �تواند م که طبيع عددى براى کران هيچ که کنيم ثابت بتوانيم تا کنيم

٢، ...) طبيع اعداد که �کنيم م استفاده حقيقت اين از کار اين انجام براى ندارد. وجود باشد شده

١٨٨٨ سال در ددکيند٧ توسط بار نخستين اين تعريفهستند. قابل مجموعه�هايى به�صورت (٠، ١،

شده�اند: تعريف زير شرح به نخست عدد پنج بود. شده آورده

0 = ∅

1 = {0}

2 = {0, 1}

3 = {0, 1, 2}

4 = {0, 1, 2, 3}

با و ندارد عضوى هيچ که (مجموعه�اى است شده تعريف ته مجموعه�ی ،٠ ، طبيع عدد اولين

به ٢ است، شده تعريف ٠ شامل عضوى تك مجموعه�ی عنوان به ١ �شود)، م داده نمايش ∅ نماد

آماده طبيع اعداد توصيف براى اکنون . ... و است شده تعريف ١ و ٠ شامل مجموعه�ای عنوان

عدد اولين ما ،١ مرحله در داد. خواهيم ترتيب مراحل از دنباله�اى در را آنها توصيف ما هستيم.

. ... و کرد خواهيم توصيف را طبيع عدد دومين ،٢ مرحله در کرد، خواهيم توصيف را طبيع

و نيست عضوى هيچ شامل که است مجموعه�اى ، ته «مجموعه�ی به�صورت را صفر ما :١ مرحله

.(0 = ∅ (بنابراين �کنيم. م توصيف �شود» م داده نشان ∅ نماد با

است» قبل مرحله در شده توصيف عدد تنها شامل که «مجموعه�اى به�صورت را ی :٢ مرحله

٧R. Dedekind
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.(1 = {0} (بنابراين �کنيم. م توصيف

است» قبل مراحل در شده توصيف اعداد همه شامل که «مجموعه�اى به�صورت را دو :٣ مرحله

.(2 = {0, 1} (بنابراين �کنيم. م توصيف

است» قبل مراحل در شده توصيف اعداد همه شامل که «مجموعه�اى به�صورت را سه :۴ مرحله

.(3 = {0, 1, 2} (بنابراين �کنيم. م توصيف

است» قبل مراحل در شده توصيف اعداد همه شامل که «مجموعه�اى به�صورت را چهار :۵ مرحله

.(4 = {0, 1, 2, 3} (بنابراين �کنيم. م توصيف
...

از کمتر سان ی ترکيب از استفاده با را ۴ و ٣ ، ٢ طبيع عدد سه منحصربفرد به�طور ما فوق مراحل در

کران هيچ دهيم، ادامه بى�نهايت تا را روش اين �توانيم م که آنجايى از کرده�ايم. توصيف کلمه ١٣

،T بنابراين ندارد. وجود است توصيف قابل کلمه� ١٣ از کمتر در روش اين به که طبيع عدد براى

مجموعه�ی ی باشد شده توصيف کلمه ١٣ از کمتر در �تواند م که طبيع اعداد تمام مجموعه�ی

است. نادرست برِى پارادوکس و است نامتناه

اول بخش در شده ارایه نظریه�ی برای کننده تایید بحث ٢.١

را آنها توصيفاتقبل بایست و بوده متن وابستگ داراى فوق در طبيع اعداد براى شده تعاريفارایه

بخش در را طبيع اعداد که روندى ول آوريم؛ حساب به توصيفات اين بخشمحذوف عنوان به نيز

مجموعه�هايى به�صورت اعداد تعريف براى که است مدرن روش همانند کرده�ايم تعريف گذشته
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�نمايد: م مشخص را ترتيبى آنها براى استقراء اين که �شوند م تعريف استقرايى

0 = ∅

1 = {0}

2 = {0, 1}

3 = {0, 1, 2}

4 = {0, 1, 2, 3}

مثال عنوان به �باشد. م آن از قبل عدد هر تعريف مفهوم به وابسته اول) تعريف از (به�غير تعريف هر

�شوند: م ل مش دچار بعدی تعاریف �کنيم، م حذف را تعاريف از ی که زمان �دهيم، م نشان

0 = ∅

1 = {0}

3 = {0, 1, 2}

4 = {0, 1, 2, 3}

باق و است بى�معن نماد ی «٢» پس نداشت وجود �باشد م ١ و ٠ شامل فقط که مجموعه�ای اگر

تعاريف به نخست، تعريف به��جز تعاريف همه وضوح به بود. خواهند بى�معن اعداد از تعاريف

بنابراين باشد. مستقل �تواند نم اول، تعريف از غير به تعاريف از ی هيچ و دارند اشاره پيشين

توصيف�هايى ، وابستگ مفهوم از استفاده با که چرا کرد دفاع خوبى به قبل توصيفات از �توان م

�توانيم نم که آنجايى از �دهند. م دست به طبيع اعداد براى مستقل تعريفات اکثر از درست�تر

نپذيرفتن براى موجه دليل دهيم، ارایه متن به تعاريفوابسته از استفاده بدون را طبيع تعاريفاعداد

داديم. ارایه اعداد از متن به وابسته توصيفات اينکه خصوصاً نداريم. آنها متن به وابسته توصيفات
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پارادوکس ساختن برقرار دوباره احتمال امتحان ٣.١

توصيفاتوابسته قراردادى به�طور ندارد لزوم پارادوکساست، کردن برقرار دوباره هدف، که آنجا از

خواصمحروم از مجموعه�اى از را آن�ها فقط که داريم احتياج اين به صرفاً و کنيم محدود را متن به

کنيم. حذف را « «قبل همانند هستند مفهوم وابسته کلمات شامل که توصيفات تمام و کنيم

به واحد کلمه�ی ی عنوان به را متن» به «ناوابسته کلمه�ی �توانيم م ان، ام ی عنوان به مثال، براى

�تواند نم متن به ناوابسته کلمه�ی ١٣ از کمتر در که طبيع عدد ترين کوچ که ویيم ب و آوريم شمار

اينکه براى است. اصل پارادوکس از ضعيف�تر کاملا نسخه اين دارد. وجود باشد، شده توصيف

باشد: برقرار �بايست م شرط دو باشد، تناقض�آميز توصيف اين

باشد. کلمه ١٣ از کمتر در توصيف (١)

نباشد. متن به وابسته کلمه�ی هيچ شامل (٢)

پارادوکس از آن وسيله به که نمایيم ايجاد را ابزارى �توانيم م شرط، دو کردن برقرار با واقع در

اجتناب راسل پارادوکس از (ZF)٨ زرملو-فرانکل مجموعه�ی نظريه�ی در که همانطور شود، اجتناب

حداقل شامل يقيناً که است اين کرد مطرح �توان م شده ضعيف پارادوکس برابر در که بحث شد.

تناقض ی به نيست، کلمه�اى چنين شامل که فرضکنيم اگر زيرا است مفهوم وابسته کلمه�ی ی

احتياج نکته اين به صرفاً دهيم. ارایه بحث عنوان به را بيان اين اينکه به نداريم نيازى البته �رسيم. م

پارادوکس را چيزى که نيستيم مجبور وضوح به است. متن به وابسته حتماً کلمات از ی که داريم

صورت در آنکه اثبات براى مانع بنابراين است. موجود آن براى زين جاي ی ه حالی در کنيم فرض

غيروابسته کلمه�ی ١٣ از کمتر در را آن نتوان که عددى ترين «کوچ ل ش به بِری پارادوکس جدید

روش �رود. م بين از ندارد، وجود خود عبارت در متن وابسته کلمه�ی هيچ نمود» توصيف متن به

لغت که �دهند م نشان يعن است، بودن» متن به وابسته «غير مبهم لغت تفسير نوع به اثبات�ها اين

محققان هستند. متن از مستقل توصيفات، در شده استفاده لغات بقيه و بودن» متن به وابسته «غير

است x عضو شامل که است {x ∈ A : S(x)} مجموعه�ی وجود مورد در زرملو انتخابی مجموعه�ی زیر ٨اصل

باشد. A از عضوی x (٢) باشد. برقرار S(x) شرط (١) کند: صدق زیر شرایط در x که وقت فقط و فقط
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متن به وابسته لغات اين که عقيده�اند اين بر باروايز١١ جان ١٠و پارسونز چارلز بورگ٩، تيلر همچون

�توانيم م متن، به وابسته لغت ی از مثال عنوان به �کنند؛ م معنايى پارادوکس ايجاد که هستند

از ناش �گيرد م قرار بِرى پارادوکس بطن در که بحث يريم. ب نظر در را شده» «توصيف لغت

براى ( (قبل پايين�تر مرتبه از جملات از توصيف يعن است. رى دي درجه ی به درجه ی تجريداز

کمتر در بودن «توصيف�ناپذير به�صورت طبيع عدد ی توصيف (بعدى). بالاتر مرتبه از جملات

براساس غيرمستقيم توصيف ی است. بالاتر مرتبه توصيف ی متن» به وابسته غير کلمه�ی ١٣ از

از متناه ترکيبات بحث در (که محدوديت�ها اين که شده فرض قبل از توصيف محدوديت�هاى

استدلال توسط بپذيريم، را توصيف اينکه از قبل بايد بودند) �برقرار T مجموعه�ی و فارس کلمات

لغت آن وسيله به هم و آن درون هم که �کند م ايجاد را متن منطق بحث باشند. شده ارایه منطق

وجود وابسته غير به�صورت توصيف اين متن، اين بيرون �شود. م توصيف و بيان شده» «توصيف

اين افتاد) اتفاق پارادوکس اصل صورت در که (همان�طور باشد نادرست بحث اگر يعن ندارد

بنابراين ندارند. شديدى وابستگ چنين پايين�تر مراتب توصيفات بود. خواهد نادرست نيز توصيف

�کند. م تغيير بالاتر تجريد مراتب به پايين�تر مراتب از بحث حرکت با همزمان شده» «توصيف لغت

٩T. Burge
١٠Ch. Parsons
١١J. Barwise
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گودل ناتمامیت دوم و اول قضایای

١٣
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جوهر واقع در است. دروغگو پارادوکس بر مبتن ناتمامیت اول قضیه�ی برای گودل اصل اثبات

بود. شده شناخته باستان یونان زمان از که است دروغگو پارادوکس همان گودل تاریخ قضیه�ی

�باشد. م نادرست نه و درست نه جمله این یرید. ب نظر در را است» نادرست جمله «این عبارت

که داده نشان صوری زبان ی به آن ترجمه با و کرده مطرح را ندارد» اثبات ادعا «این م ح گودل

ر، دی عبارت به شود. بیان �تواند م باشد، مقدمات تعبیرحساب به قادر که نظریه هر در م ح این

درباره بتوان زبان آن از استفاده با که به�طوری باشیم داشته صوری زبان ی اگر که داد نشان او

را ندارد» اثبات ادعا «این عبارت �توان م آنگاه کرد صحبت ضرب و جمع اعمال و طبیع اعداد

پوشش را ریاضیات کل بخواهد که صوری دستگاه هر اینکه به توجه با کرد. ترجمه زبان این به

صوری ترجمه�ی پس بود، خواهد آن به مربوط بازگشت اعمال و طبیع اعداد شامل خودبخود دهد

اثبات قابل م ح اگر بود. خواهد دستگاه آن گزاره�های از ی ندارد» اثبات ادعا «این عبارت این

قابل که م ح هر صحیح و سازگار نظریه�ی ی در که آنجایی از اما است نادرست م ح پس باشد

آنگاه باشد، صحیح و سازگار نظریه� اگر که �گیریم م نتیجه پس باشد، درست �بایست م باشد اثبات

بودن صحیح و سازگار صورت در بنابراین است. درست واقع در م ح لذا نیست. اثبات قابل م ح

قضیه�ی برای گودل اصل اثبات سخت داریم. را اثبات�ناپذیر درست م ح ی از نمونه�ای نظریه،

است. ندارد» اثبات ادعا «این عبارت قطری�سازی) (یا بودن خودارجاع ناتمامیت اول

باشد، حساب شامل صوری نظریه�ی ی T که کنید فرض ناتمامیت) اول (قضیه�ی .١.٠.٢ قضیه

که: است گونه�ای به و �کند م بیان را خودش بودن اثبات�ناپذیر که دارد وجود φ جمله�ی ی آنگاه

T 0 φ آنگاه باشد، سازگار T اگر (١

T 0 ¬φ آنگاه باشد، ωسازگار ،T اگر (٢

آنگاه باشد، حساب شامل سازگار صوری نظریه�ی ی T اگر ناتمامیت) دوم (قضیه�ی .٢.٠.٢ قضیه

است. T سازگاری بیانگر ConT جایی�که T 0 ConT

مقاله�ی در گودل که همچنان شده�اند. ارایه گودل ناتمامیت قضیه�ی برای متعددی اثبات�های

پارادوکس نظیر پارادوکس�ها ر دی از �توان م دروغگو پارادوکس جای به �کند، م اشاره خود اصل

ریاضیدانان) (نه فیلسوفان دیدگاه از گودل، استدلال مانند استدلال�هایی درست جست. بهره بِری
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ارجاع (بدون قضیه اثبات گودل، ادعای از حمایت برای تلاش اولین و است بوده سؤال مورد اغلب

این از اثبات�هایی ادامه در است. شده باب اخیراً ر دی پارادوکس�های از استفاده با قطری�سازی) به

دید. خواهیم را برانگیز تحسین قضایای

ω-سازگاری ١.٢

حاصل تناقض هیچ آن از اگر گويند «سازگار» را فرمول�ها از Σ مجموعه�ی يك .١.١.٢ تعریف

غير در .Σ ⊢ ¬α هم و Σ ⊢ α هم كه به�طورى نشود يافت α مثل فرمول ر، دي عبارت به نشود.

~ گویيم. «ناسازگار» را مجموعه صورت اين

شرط حساب، زبان در φ(x) فرمول هر براى هرگاه نامند ω-سازگار را T نظريه�ی .٢.١.٢ تعریف

.T 0 ∃x¬φ(x) آنگاه T ⊢ φ(n) ،n ∈ N هر براى اگر باشد: برقرار زير

به�طورى نباشد φ(x)موجود فرمول اگر است ω-سازگار ،T نظريه�ی صوری غیر به�طور ر عبارتدي به

~ �باشد. م n = SS...S(0)︸ ︷︷ ︸
nبار

آن در كه T ⊢ ∃xφ(x) حال عین در و ∀n ∈ N : T ⊢ ¬φ(n) كه

يك سازگارى از اما �دهد م نتيجه را نظريه آن سازگارى زیر، گزاره طبق نظريه يك ω-سازگارى

گرفت. نتيجه را آن ω-سازگارى �توان نم نظريه

است. سازگار T آنگاه باشد ω-سازگار ،T نظریه�ی اگر .٣.١.٢ گزاره

به�صورت را φ(x) فرمول و باشد x آزاد متغير يك شامل فقط B(x) فرمول �كنيم م فرض برهان.

پس �باشد م تناقض يك B(x) ∧ ¬B(x) كه �دانيم م �گيريم. م نظر در φ(x) = B(x) ∧ ¬B(x)

ω-سازگار ،T فرض بنابه چون و ∀n ∈ N : T ⊢ ¬φ(n) بنابراين است. توتولوژى يك ¬φ(x)

است. سازگار T نظريه�ی بنابراين .T 0 ∃xφ(x)پس است

(مخالف ثابت α و موضع ی تابع S آن در که L = {0, S, α}به�صورت را L زبان .۴.١.٢ مثال

باشد: شده موضوع اصل زير فرمولهاى با T نظريه�ی �كنيم م فرض و گرفته نظر در است، صفر)
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(1) S(x) ̸= 0

(2) S(x) = S(y) −→ x = y

(3) S(α) = α

ثابت فرازبان در t روى استقراء با است، شده يل تش S و 0 از فقط كه t ترم هر برای صورت این در

،S(α) = α يعن شرط(3)، طبق طرف از و ((2) و (1) از استفاده (با T ⊢ ¬(S(t) = t) كه �شود م

} نیست. ω-سازگار ،T بنابراین .T ⊢ ∃x(S(x) = x)داشت خواهيم

ناتمامیت قضیه�ی از جدید اثبات ٢.٢

سیستم ی شروع، برای است. اساس بخش سه دارای و بوده خلف برهان از استفاده با اثبات

�کنیم. م انتخاب زیر پیشنهادی معیارهای با مطابق صوری

شوند. نگاری رمز گودل) اعداد به (معروف طبیع اعداد با �توانند م سیستم این در جملات .١

آنها، نادرست و درست مثل جملات، این خصوصیات مشخصکردن که است آن در امر این اهمیت

ترتیب، این به نه. یا دارند خاص ویژگ گودل�شان اعداد آیا که است این کردن مشخص با معادل

شوند. بررس گودل�شان اعداد با �توانند م جملات �های ویژگ

وجود است، عدد همان آن گودل کد که ارجاع خود جمله�ای ساختن ان ام صوری، سیستم در .٢

از گرفتن الهام به�خاطر که �شود م انجام «قطری�سازی» نام به تکنی از استفاده با عمل این دارد.

است. گرفته را نام این کانتور قطری روش

است، اثبات�پذیر نه که �دهند م سیستم در را نمایش اجازه�ی جملات این صوری، سیستم در .٣

سیستم که فرضاولیه این�رو از باشد. کامل �تواند نم حقیقتسیستم در ترتیب این به و ؛ شدن رد نه

است. غلط باشد، تمام پیشنهادی

اساس قضیه�ی دقیق اثبات اولین ارایه�ی از بعد دارند. فراوان اثبات�های قضایا از بسیاری

تاکنون نیز ری دی اثبات�های از تعدادی داد؛ ارایه آن از ر دی اثبات سه وی گاوس١ توسط حساب

١Gauss
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امروز تا است، حساب اساس قضیه�ی از ساده�تر و �تر قدیم که فیثاغورث٢ قضیه�ی شده�اند. پیدا

دارد؟ وجود اثبات ی تنها با بزرگ قضیه�ی آیا اما �باشد. م اثبات صدها دارای

شد: خواهد ارایه زیر ل ش به گودل ناتمامیت اول قضیه�ی از ساده جدید اثبات ی فصل این در

نباشد، نادرست جمله�ی هیچ شامل و باشد درست جملات همه شامل آن خروج که وریتم ال

مختصری آشنایی تنها پیشفرضمان متفاوتاستو آن اثباتمعمول با کاملا اثباتما ندارد. وجود

�رسد. م انجام به بِری٣ پارادوکس از استفاده با نظر مورد اثبات است. صوری ریاض منطق با

برتراند توسط که آن اصل نسخه�ی مضمون است. موجود بِری پارادوکس از گوناگون نسخه�های

�ترین «کوچ که است این شد، داده نسبت کسفورد آ اه دانش کتابدار بِری ج. آقای به و منتشر راسل

عدد �ترین کوچ این�رو از است، بخش ١٨ بخش، بیست از کمتر با توصیف�ناپذیر صحیح عدد

تناقضاست. ی که �شود» م توصیف بخش ١٨ با بخش، بیست از کمتر با توصیف�ناپذیر صحیح

«نادرست» و «درست» معان به راجع و «جملاتحسابی» و وریتم�ها ال به راجع باید شروع از قبل

تابع نمادهای شامل حسابی زبان �کنیم. م شروع «جملاتحسابی» با صحبتکنیم. حاضر متن در

علامت شامل همچنین ، تال تابع برای S صفر، برای ٠ اسم ی و است ضرب و جمع برای × و +

،(.... آنگاه ... (اگر → (یا)، ∨ (و)، ∧ (نقیض)، ¬ معمول منطق علائم اضافه�ی به = تساوی

زبان متغیر�های �باشد. م پرانتز�ها و دارد) (وجود ∃ و هر) ازای (به ∀ اگر...)، تنها و اگر ...) ↔

طبیع اعداد که است فرضشده و شده�اند یل و´تش x نماد از که �باشند م x، x́، عبارات... حسابی

خواهیم خلاصه�نویس غیره و y ،xحروف با را متغیرها کنند. اختیار مقادیرشان بعنوان را 0, 1, 2, ...

مثال، عنوان به رسیده�ایم. حسابی زبان در نادرست و درست از مفهوم به تقریباً اکنون کرد.

∀x∃y
(
x = s(y)

)
تال x مثل ری دی طبیع عدد هر که نیست این�طور طبیع اعداد در زیرا است، غلط جمله�ی ی

ر دی طرف از نیست). طبیع عدد هیچ تال که صفر (مثل است y طبیع عدد

∀x∃y
(
x = (y + y) ∨ x = s(y + y)

)
x = 2y که به�طوری دارد وجود y طبیع عدد x طبیع عدد هر برای زیرا است، درست جمله�ی ی

٢Pythagorean Theorem
٣Berry’s Paradox
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شوند. بیان حسابی زبان در �توانند م که دارد وجود مطالب از بسیاری همچنین .x = 2y + 1 یا

شود: تعریف زیر به�صورت �تواند م x < y بودن کمتر مثال برای

∃z
(
s(z) + x

)
= y

لازم بوده، حسابی زبان معنای و نحو درباره�ی که مقدار همان بودن صوری ما، هدف برای واقع در

است. معمول نوع از ( انی م موثر، ، (اتوماتی محاسبات روند ی وریتم ال از منظور است.

ماشین تورینگ، ماشین ی ،Lisp ،Basic ،C مانند زبان در کامپیوتری برنامه�ی ی مثال به�طور

مارکوف. وریتم ال یا ثبت

چیزهایی مجموعه�ی خروج باشد. داشته خروج ی لااقل وریتم ال هر که �کنیم م فرض

خروج وریتم ال ی است ن مم (البته �کند م چاپ را آن�ها عملیات انجام از بعد وریتم ال که است

در که است جملات تنها آن خروج آنگاه باشد صوری سیستم ی وریتم، ال اگر باشد). داشته ته

باشند. اثبات قابل سیستم،

که است شده معلوم اما �باشد، م × ،+ ،s عملیات نمادهای شامل تنها حساب زبان چه اگر

گزاره��ی مانند شوند؛ بیان حسابی زبان در جملات به�صورت �توانند م ریاض جملات از بسیاری

دو مجموع به�صورت �توان م را 2 از بزرگتر زوج عدد «هر گلدباخ۴ حدس معروف نشده�ی اثبات

نوشت»: اول عدد

∀x
(
S(0) < x→ ∃y∃z

[
x+ x = y + z∧

∀u∀v{u× v = y ∨ u× v = z → u = s(0) ∨ v = s(0)}
])

که (همان�گونه باشد حسابی درست جملات همه تنها آن، خروج که داشت وجود وریتم ال اگر

از ی هر آیا که این یافتن برای راه ندارد)، وجود چیزی چنین که �گوید م ما به گودل قضیه�ی

چنین کنید فرض مطلب این دیدن برای داشت. وجود نه یا درست�اند نشده اثبات گزاره�های این

کدام وریتم ال ببینیم تا �کنیم م صبر سادگ به �کنیم، م شروع را وریتم ال باشد؛ موجود وریتم ال

باید بالاخره نباشد، نادرست و باشد درست�ها همه�ی خروج (اگر �کند؟ م چاپ را ¬S و S از ی

زیاد است ن مم که مورد این در اما .(¬S یا است درست S یا حتم به�طور زیرا شود ظاهر ¬S یا S

۴Goldbach’s Conjecture
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همین�طور ندارد. وجود نگران برسد ما علاقه�ی مورد سؤال برای جوابی به وریتم ال تا شد ب طول

کند. عمل این�چنین که ندارد وجود وریتم ال هیچ داد خواهیم نشان ادامه در که

حسابی درست جملات همه شامل آن خروج که ندارد وجود وریتم ال اینکه دادن نشان برای

هیچ شامل آن خروج که باشد وریتم ال M �کنیم م فرض باشد، نداشته نادرست هیچ و باشد

که بیابیم حسابی درست جمله�ی ی چه�گونه که داد خواهیم نشان نیست. حسابی نادرست جمله�ی

رساند. خواهد اثبات به را قضیه مسئله، این و Mنباشد؛ خروج در

برای �گیریم. م نظر در S تال نماد تا n همراه به 0 شامل عبارت را n̄ ، n طبیع عدد هر برای

ر دی تعریف ی است. n عدد بیان برای عبارت n̄ عبارت که کنید توجه است. 3̄ ،SSS0 مثال

M خروج در زیر جمله�ی اگر �کند م ذاری نام را n طبیع عدد F (x) فرمول �گوییم م داریم: نیاز

باشد:

(∀x)
(
F (x) ↔ x = n̄

)
اگر مثال برای بنابراین،

(∀x)
(
x+ x = SSSS0 ↔ x = SS0

)
فرمول هیچ �کند. م ذاری نام را ٢ عدد x + x = SSSS0 فرمول آنگاه باشد، M خروج در

و (∀x)(F (x) ↔ x = n̄) فرمول دو هر اگر اینکه برای �کند. نم ذاری نام را متفاوت عدد دو

پس ،n̄ = p̄ آنجا از و (∀x)(x = n̄↔ x = p̄) داریم آنگاه باشند، درست (∀x)(F (x) ↔ x = p̄)

دارد وجود مختلف فرمول متناه تعداد i عدد هر برای بعلاوه باشد. مساوی p عدد با باید n عدد

فرمول 16i حداکثر پس دارد، وجود حسابی زبان از ابتدایی نماد تا 16 (چون است. نماد i شامل که

فرمول�های توسط شده ذاری نام عدد متناه تعداد تنها i هر برای بنابراین دارد). وجود نماد i شامل

mنماد از کمتر شامل فرمول�های توسط عدد متناه تعداد mتنها هر برای پس دارد. وجود نمادی i

و �شوند؛ نم ذاری نام نماد m از کمتر فرمول با اعداد بعض که �شود م نتیجه شده�اند. ذاری نام

دارد. وجود �شود، نم ذاری نام نماد m از کمتر فرمول با که عدد �ترین کوچ ترتیب این به

عددی x» که �گوید م C(x, z) فرمول که به�طوری یرید ب حسابی زبان از فرمول را C(x, z)

در و داریم نیاز که تکنی واقعیت است». شده ذاری نام نماد تا z شامل فرمول توسط که است

وجود ,C(xای z) فرمول چنین باشد، که گونه هر Mاز وریتم ال هر برای که است این شده ذکر بالا
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است. آمده بعد صفحه�ی دو ٣ نکته در C(x, z)ساخت دستور اولیه�ی طرح دارد.

توسط x» که �گوید ,B(xم y) دهید. قرار ∃z
(
z < y∧C(x, z)

)
فرمول برابر ,B(xرا y) اکنون

است». شده ذاری نام نماد تا y از کمتر با فرمول

�گوید م A(x, y) �گیریم. م نظر در ¬B(x, y) ∧ ∀z
(
z < x → B(z, y)

)
فرمول را A(x, y)

است». نماد تا y از کمتر با فرمول توسط نشده ذاری نام عدد �ترین کوچ x» که

فرمول را F (x) بالاخره .k > 3 داریم یرید. ب نظر در A(x, y) نمادهای تعداد را k عدد

نشده ذاری نام عدد �ترین کوچ x» که �گوید م F (x) دهید. قرار ∃y
(
y = (1̄0× k̄)∧A(x, y)

)
شامل 1̄0 خوب، است؟ نماد تعداد چه شامل F حال است». نماد تا 10k از کمتر با فرمول توسط

شده�ی مختصر y (چون ر دی تای 12 اضافه به و تا k شامل A(x, y) تا، k + 1 شامل k̄ نماد، تا 11

تا 10k از کمتر F (x) و 2k + 24 < 10k ،k > 3 چون �شود. م نماد تا 2k + 24 کل در است)، x′

دارد. نماد

کمتر با فرمول هیچ توسط که دارد وجود عدد �ترین کوچ ی ،m هر برای که دیدیم دربالا

بالا خصوصیات با m = 10k برای عدد �ترین کوچ را n عدد �شود. نم ذاری نام نماد تا m از

در (∀x)
(
F (x) ↔ x = n̄

)
ر دی عبارت به �شود؛ نم ذاری نام F (x) با n آنگاه یرید. ب نظر در

�ترین کوچ n چون است، درست جمله�ی ی (∀x)
(
F (x) ↔ x = n̄

)
اما نیست. M خروج

جمله�ی ی بنابراین �شود. نم ذاری نام نماد تا 10k از کمتر با فرمول هیچ توسط که است، عددی

است. تمام اثبات و (∀x)
(
F (x) ↔ x = n̄

)
یعن Mنیست، خروج در که یافتیم درست

اثبات: با ارتباط در تبصره چند

دو شامل که «نوزده» مثل درست و هستند «سیلاب�ها») (یا «بخش�ها» نمادها ما اثبات ١.در

است. نماد تا k + 15 < 10k شامل (1̄0× k̄) ترم است، ١٩ از تر کوچ و است بخش

��دهد م گزارش گودل۶، کورت تجارب و �نامه زندگ از خود یادداشت در کرایسل۵ جورج .٢

به توجه نتیجه�ی ه بل �داند؛ نم ریاضیات نو�آوری�های نتیجه�ی خیل را خود موفقیت گودل، که

۵G. Kreisel
۶K. Gödel
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ناتمامیت اثبات�های از ی که �کند م بیان این�گونه شایتین٧ جورج �داند. م فلسف تفاوت��های

به شبیه نیست»، درست �گویم م دارم اکنون «آنچه اپیمینیدس٨ دروغگوی پارادوکس به�جای خودش

�ترین کوچ یعن ، طبیع عدد ی پیچیدگ مفهوم از شایتین اثبات�های در است. بِری پارادوکس

و �کند م چاپ خروج در را عدد آن که تورینگ ماشین هر ماشین درجدول دستورالعمل، عدد

شایتین، و کرایسل توضیحات که آنجایی از است. شده استفاده اطلاعات نظریه ر دی متنوع مفاهیم

در مفاهیم آن از ی هیچ نیاوردند، وجود به انگیزه�ای خواند، همزمان کمابیش را آنها نویسنده� که

نگرفته�اند. قرار استفاده مورد اثبات

فرمول را C(x, z) .٣

∃y
(
Furmula(y) ∧ Length(y) = z ∧ ProvablePA(p(∀u)(y ↔ u = x̄)q)

)
آن در که �دهیم. م قرار

است». فرمول ی گودل عدد x» معن به Furmula(x) •

است». x گودل عدد فرمول «طول که معن اين به Length(x) •

است». اثبات قابل T در y گودل عدد با «فرمول معن به ProvableT (y) محمول •

نماد تا z با فرمول توسط که است عددی x» �گوید م که C(x, z) فرمول دستورالعمل اولیه�ی طرح

به �توانند م M شبیه وریتم�های ال که است این مهم نکته�ای �دهیم. م شرح را �شود» م ذاری نام

کدهای که همان�گونه فرضشوند. نمادها، از متناه دنباله�های یعن عبارت»، » روی ر عمل عنوان

اعداد را عددی کدهای این اغلب (منطق�دان�ها شوند رمزنگاری اعداد با �توانند م نمادها ASCII

انجام و اعداد به�صورت عبارات کردن کد به قادر اعداد نظریه�ی خاص ترفند�های �نامند). م گودل

علاوه به �باشد. م �کنند، م کد را آنها که اعدادی روی عملیات به�صورت عبارات روی عملیات

به شوند. تعریف منطق از نمادهایی و ضرب جمع، حسب بر �توانند م همه عددی عملیات این

حسابی زبان در �توانند م غیره) و عبارات از متناه دنباله�ی (و عبارات نمادها، بحث ترتیب این

فرمول ی ساختن برای شوند. کد�گذاری �کنند، م کد را آنها که طبیع اعداد مبحث به�صورت

٧G. Chaitin
٨Epimenides
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را فرمول �توان م است، شده ذاری نام نماد تا i شامل فرمول با n که باشد مطلب این بیانگر که

دارد وجود �کند) م عمل عبارات روی (که Mای وریتم ال عملیات از دنباله ی �گوید م که نوشت

نماد n ،= ،x ،↔ حسابی، زبان از F (x) فرمول�های از بعض از نماد تا i) ،x ،∀ شامل عبارات که

�دهند م اجازه اعداد نظریه�ی ترفند�های و گودل عددگذاری �کند. م تولید را (... و 0 ،s بلافاصل

شوند. رمز�نگاری حساب از فرمول�هایی Mبه�صورت روی عملیات و دنباله�ها نماد�ها، از بیان چنین

�های درست علاوه به �کنند. م استفاده گودل عدد�گذاری از اثباتاستاندارد، هم و اثباتما هم .۴

عدد ی برای اسم ی زین جای عنوان به �توانند م آن، استاندارد اثبات در و ما اثبات در اثبات�ناپذیر

در دارد. وجود اثبات دو بین مهم تفاوت ی حال هر به باشند. آمده به�دست خاص فرمول ی در

شده ذاری جای آن در که است فرمول کد است، شده زین جای آن اسم که عددی ، معمول اثبات

بیان تفاوت این با است. درست آن در فرمول که است فردی به منحصر عدد ما، اثبات در و است

موجه نظر به �شود، نم سازی قطری شامل و بوده آن معمول اثبات با متفاوت ما اثبات که مطلب این

�رسد. م

ناتمامیت قضیه�ی از بولوس اثبات مورد در یادداشت ٣.٢

خروج که وریتم ال شد: ارایه زیر ل ش به گودل ناتمامیت قضیه�ی بِری پارادوکس از استفاده با

بازگشت به�طور یعن ندارد؛ وجود نباشد، نادرست جملات شامل و باشد درست جملات شامل آن

بیان که همان�طور مثال، برای است. توجه قابل جهات بسیاری از بولوس اثبات نیست. اصل�پذیر

از ناتمامیتضعیف�تر قضیه�ی از فوق نسخه�ی ترتیب، این به نیست. قطری استدلال هیچ شامل شد،

از اصل�پذیر بازگشت به�طور ω-سازگاری توسیع «هر �گوید م که است. گودل ناتمامیت اول قضیه�ی

استفاده با �شود. نم نتیجه بولوس اثبات از ناتمامیت دوم قضیه� اینرو، از است.» ناتمام پئانو حساب

را ناتمامیت قضیه�ی دومین آن از اکنون و شد ارایه ناتمامیت اول قضیه�ی از اثبات بولوس روش از

کرایسل اثبات از ناتمامیت، قضیه��ی دومین اثبات گرفت. خواهیم نتیجه مدل نظریه�ی به�صورت

مسئله، شدن ساده�تر برای است. شده گرفته الهام شده، تمامیتحسابی قضیه�ی از کاربرد ی و [٩]

اصل�پذیر بازگشت به�طور توسیع هر برای اثبات این چون �کنیم م بیان پئانو حساب روی تنها را نتایج
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است. انجام قابل پئانو حساب از

ناتمامیت دوم قضیه�ی اثبات مقدمات ۴.٢

PA با که پئانو حساب باشد. درحساب اول مرتبه از زبان LPA = {+, ., 0, 1, <} کنیم فرض

دار ی مرتب گسسته به�طور نیم�حلقه�های اصول شامل که است LPA در نظریه�ای �شود، م داده نشان

است. استقرا اصل طرح و

حساب): موضوع اصل (نظریه�ی پئانو اصول •

(1) (∀x)(∀y)
(
S(x) = S(y) → x = y

)
(2) (∀x)

(
S(x) ̸= 0

)
(3) (∀x)

(
x+ 0 = x

)
(4) (∀x)

(
x+ S(y) = S(x+ y)

)
(5) (∀x)(∀y)

(
x× S(y) = x× y + x

)
(6) (∀x)

(
x× 1 = x

)
(7) φ(0) ∧ (∀x)[

(
φ(x) → φ

(
S(x)

)
] → (∀x)φ(x)

نباشد نامحدودی سور هیچ شامل هرگاه �شود م 0∆نامیده ،LPA در ،φ فرمول ی تعریف٢.۴.١.

که داریم توجه باشد. ψ 0∆فرمول برای (∃x1....∃xk)ψ فرم به فرمول φ هرگاه �شود م نامیده Σ1 و

�باشند. م فرمول Σ1 معادل نیز (∀x < t)φ و (∃x < t)φ باشد، فرمول Σ1 ی φ هرگاه PA در

فرمول Σ1 ی حداقل اگر تنها و اگر است کارآمد شمارای R ⊆ Nk رابطه�ی ی .٢.۴.٢ تعریف

،n1, n2, ..., nk ∈ N هر ازای به که به�طوری باشد داشته وجود φ(x1, x2, ....., xk) مانند

(n1, n2, ..., nk) ∈ R ⇔ N |= φ(n1, n2, ..., nk)

اثبات�پذیرند: PA در زیر گزاره�های n,m ∈ N هر برای .٣.۴.٢ گزاره

(1) m̄+ n̄ = n+m

(2) m̄× n̄ = n×m
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(3) (∀m ̸= n) m̄ ̸= n̄

(4) x ≤ n̄ ≡ x = 0̄ ∨ x = 1̄ ∨ ... ∨ x = n̄

(5) x ≤ n̄ ∨ n̄ ≤ x

.[۶] مرجع ١.۶ قضیه�ی به شود رجوع برهان.

LPA در φ جمله�ی Σ1 هر برای .۴.۴.٢ گزاره

.PA ⊢ φ آنگاه باشد درست φ اگر (الف)

است. درست φ آنگاه PA ⊢ φ و بوده ω-سازگار ،PA اگر (ب)

.[۶] مرجع ١.٨ قضیه به شود رجوع (الف) برهان.

اینصورت در .N 2 φ یعن نباشد درست φ که �کنیم م قسمتفرضخلف این اثبات برای (ب)

�دهد م نتیجه که φ ≡ ∃x̄θ(x̄) پس است، فرمول Σ1 ی ،φ گزاره، به�صورت توجه با .N |= ¬φ

¬θ است، فرمول ∆0 ی ،θ آنجاکه از اما ∀n̄ ∈ N N |= ¬θ(n̄)اینصورت در .N |= ∀x̄¬θ(x̄)

داریم اول قسمت از استفاده با است. درست فرمول Σ1 نتیجه در و فرمول ∆0 ی نیز

∀n̄ ∈ N PA ⊢ ¬θ(n̄)

باطل فرضخلف پس است. تناقض در PA ω-سازگاری با که PA ⊢ ∃x̄θ(x̄) فرض، به بنا نیز و

�شود. م ثابت م ح و

�کند، م مشخص را مقدمات بازگشت رابطه�ای که باشد فرمول Σ1 ی PrPA(x) کنید فرض

است. اثبات�پذیر PA در که است فرمول گودل عدد ،x که به�طوری

�نماییم. م تعریف زیر به�صورت را ω−Con(PA) و Con(PA)سپس

و سازگار ترتیب به PA که مفهوم این با �باشد م LPA در جملات ω−Con(PA) و Con(PA)

مثال برای است. ω-سازگار

Con(PA) ⇐⇒ ¬PrPA(p0 = 1q)

و
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ω−Con(PA) ⇐⇒ (∀x)
(
(∀y)PrPA

(
x(ȳ)

)
→ ¬PrPA

(
(∃y)¬x(y)

))
تکرار بار y ،s وقت ȳ = ss...s(0)︸ ︷︷ ︸

y

(یعن �کند. م مشخص را y شماره�ی یا عدد ȳ آن در که

است: برقرار زیر نتیجه باشد، فرمول Σ1 ی PrPA(x) که زمان �شود). م

:LPA در φ فرمول هر برای .۵.۴.٢ نتیجه

باشد. اثبات�پذیر PA در φ هرگاه PA ⊢ PrPA(pφq) (الف)

.PA ⊢ PrPA(pφq) و باشد ω-سازگار ،PA هرگاه است اثبات�پذیر PA در φ فرمول (ب)

۴.۴.٢ گزاره�ی به توجه با آنگاه .PA 0 PrPA(pφq) که �کنیم م خلف فرض (الف) برهان.

این .PA 0 φ که �رسیم م نتیجه این به PrPA(pφq) تعریف از پس نیست. درست PrPA(pφq)

�شود. م اثبات م ح و باطل فرضخلف پس است تناقض ی

باشد، درست باید PrPA(pφq) ۴.۴.٢ گزاره�ی از استفاده با همچنین و فرض به توجه با (ب)

.PA ⊢ φ داریم، PrPA(pφq)تعریف به توجه با پس

هر برای یعن شوند. اثبات PA در �توانند م ۵.۴.٢ نتیجه و ۴.۴.٢ گزاره که �شویم م متذکر

داریم ،LPA زبان در φ Σ1جمله�ی

PA ⊢ φ→ PrPA(pφq)

PA ⊢ ω − Con(PA) → (PrPA(pφq) → φ)



٣ فصل

پئانو حساب در عدد ی تعریف کوتاهترین

٢۶
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پیشینه ١.٣

نيز و « داشتن دوست بسيار «برهان را گودل ناتماميت اول قضيه�ی از بولوس اثبات [١] باروايز

قضيه� از وی برهان در است. كرده توصيف ديده�ايم» قضيه اين از حال به تا كه اثبات «مستقيم�ترين

شده استفاده بِری پارادوكس از ه بل نشده، استفاده دروغگو پارادوكس از تنها نه گودل ناتماميت

استفاده مشابه سيستم�های يا پئانو درحساب بازگشت توابع رمزنگاری فن از روش، دو هر در است.

قضيه�ی از استاندارد اثبات در است. سازی قطری از دور به و مستقيم بولوس برهان اما است. شده

φ فرمول خود درون φ فرمول گودل عدد ذاری جاي وسیله به اثبات�ناپذیر جمله�ی گودل، ناتماميت

بولوس اثبات در که حال در �آید. م به�دست است، درست φ آن ازای به که است عددی همان که

�شود. م استفاده نماد» n از کمتر با تعریف�ناپذیر عدد �ترین «کوچ تعریف از

است؟ ل مش عدد يك برای تعريف كوتاهترين كردن پيدا چرا كه �شود م مطرح سؤال اين حال

كرد، تعريف 3(n + 1) از كمتر طول با فرمول توسط �توان م را n عدد هر داد خواهيم نشان ما

داشتن دوست بحث توسط اين كرد. پيدا كارآمد به�طور �توان نم را n عدد تعريف كوتاهترين ول

بوده 3(n + 1) با كراندار بالا از n عدد تعریف کوتاهترین تابع پس است، شده داده نشان بِری

«نتيجه نمایانگر ⊢ و بوده اول» مرتبه زبان «يك L قردادی، به�طور اینجا در نيست. محاسبه�پذیر ول

است. «φ فرمول «طول نشانگر |φ| و �دهد» م

موضوعه اصول با دستگاه معادلا (يا پئانو حساب اول مرتبه زبان L کنید فرض .١.١.٣ تعریف

آن متغيرهای كه فرمول يا و x1 آزاد متغير با φ(x1) فرمول باشد. ( بازگشت توابع رمزنگاری به قادر

هرگاه: �كند م تعريف را n طبيع عدد �شود، انتخاب x|φ(x1)| ،... ،x2 ،x1 بين از

PA ⊢
(
φ(x1) ↔ x1 = n

)
نظر به بِرى پارادوكس فطرتاً فرض اين گرچه �كند. م تعريف را طبيع عدد يك حداكثر φ(x1)

نامتناه تعداد حقیقت در كرد؛ تعريف صورت اين به PA در �توان م را طبيع عدد هر و �رسد. م

دارند. وجود تعاريف چنین از

كمتر طول تعاريف این از ی و دارد وجود تعريف نامتناه تعداد ،n ∈ N هر برای .٢.١.٣ گزاره

دارد. 3(n+ 1) از
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چون �كند. م تعريف را n عدد ،x1 = n فرمول .n ∈ N كنيد فرض برهان.

PA ⊢ (x1 = n↔ x1 = n)

طول پس است) شده تكرار بار n ،S آن در (كه n = S(S(...S(0)..) داريم ياد به همچنین

است. 3(n+ 1) ،x1 = n فرمول

ψ(x1) ∧ x1 = n̄ فرمول (φ(x1) → φ(x1) (مانند ψ(x1) راستگو فرمول هر برای کنید توجه

�کند. م تعریف را n عدد نیز

است؟ كدام n عدد تعريف كوتاهترين است. بيان قابل زير در سادگ به شده مطرح سؤال حال

و هستند نواخت ی تعاریف اين اما �شود. م تعريف x1 = n فرمول توسط n عدد كه است واضح

�توان نم را n تعريفعدد كوتاهترين �دهيم م نشان حال �كنند. نم مطرح را n ساختعدد ونگ چ

آورد. دست به n از محاسبه�پذیر به�طور

شود تعريف زير ضابطه توسط f : N → N كنيد فرض .٣.١.٣ تعریف

f(n) = min{m : m = |φ(x1)| و �كند م تعريف را n عدد x1 آزاد متغیر با فرمول φ(x1)}

نيست. بازگشت f تابع .۴.١.٣ قضیه

زیرا بود خواهد بازگشت نیز r(n) = (µy)[f(y) ≥ 6n2] تابع باشد بازگشت f تابع اگر برهان.

صدق f(y) ≥ 6n2 شرط در كه عددی اولين اينكه تا و... f(1) و f(0) مقادیر محاسبه با آن مقدار

اگر دارد، وجود 6n2 از كمتر طول با φ(x1) فرمول متناه تعداد که آنجایی از �آيد. م دست به کند،

کار این ببينيد)، را ١.١.٣ (تعريف شود انتخاب x|φ(x1)| ،... ،x2 ،x1 متغيرهای بين از متغيرها همه

.∀n ∈ N f(r(n)) ≥ 6n2 داريم: rتعريف از است. تحقق�پذیر

آنگاه: r(k) = m اگر باشد. پئانو حساب در r تابع ر نمایش R(x2, x1) كنيد فرض

∀k,m ∈ N PA ⊢ R(k,m)

و

∀k ∈ N PA ⊢ (∃!x1)R(k, x1)
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همچنين و است. r(p)تعریف R(p, x1)پس .|R(x2, x1)| = p كنيد فرض برقرارند.

|R(p, x1)| ≤ p+ p(3p+ 1) = 3p2 + 2p ≤ 5p2

غیر این و �شود م نتیجه 6p2 ≤ f(r(p)) ≤ 5p2 سادگ به� پس و f(r(p)) ≤ 5p2 داريم آنجا از

است. ن مم

ناتمامیت اول قضیه�ی ٢.٣

صحیح عدد n که را n ∈ N عدد ی LPA در φ(x) فرمول که فرضکنید بِری، پارادکس به توجه با

توسط تعریف�ناپذیر صحیح عدد �ترین کوچ miرا تعریفکند. �کند، م صدق φ(x) در و تاست ی

�توانند نم miها از تعاریف چنین که آنجایی از یرید. ب نظر در نماد i ∈ N از کمتر با LPA در فرمول

نماد i از کمتر با تعریف�پذیر mi وییم ب �توانیم نم شوند، بیان LPA در فرمولهایی توسط مستقیماً

باشد شده نوشته بخش i از کمتر با که باشید داشته ابتدایی و ساده تعریف ی اگر حت است،

بازگشت به�طور درست حسابِ نظریه�ی اگر که داد نشان بولوس وجود، این با غیره). یا حرف i (یا

تعریف LPA در نماد i از کمتر دارای فرمول با mi که به�طوری دارد وجود i ∈ N باشد، اصل�پذیر

تعبیر در بولوس و ما اثبات بین تفاوت �شود. م تناقض به منجر �miای چنین وجود است. شده

است. «تعریف» کلمه�ی

را n ،φ(υ0) گوییم باشد. N از عضوی n و LPA در فرمول ی φ(ν0) کنید فرض .١.٢.٣ تعریف

فرمول اگر �کند م تعریف

φ(n̄) ∧ (∀x∀y)
(
φ(x) ∧ φ(y) → x = y

)
باشد. اثبات�پذیر PA در

را N از عضو ی حداکثر �تواند م LPA در فرمول هر باشد، سازگار PA اگر که کنید توجه

فرمول گودل عدد کند. تعریف

φ(n̄) ∧ (∀x∀y)
(
φ(x) ∧ φ(y) → x = y

)
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�نویسیم. م ν(pφ(ν0)q, n)به�صورت را

در فرمول ی گودل عدد x» مقدمات بازگشت رابطه�ی که دهید قرار Σ1فرمول را P(x, y)

ν0 فقط و �شوند م انتخاب ν0, ν1, ..., νy−1 میان از متغیرهایش که �باشد، م نماد y از کمتر با LPA

منطق غیر نماد متناه تعداد حداکثر شامل LPA چون �کند. م مشخص را باشد» آزاد است ن مم

که به�طوری دارد وجود N در nj ،j ∈ N هر برای که کنیم فرض �توانیم م اطمینان برای �باشد، م

PA ⊢ (∀x)
(
P(x, j̄) → x < n̄j

)
برابر را Q(x, y) فرمول

(∃z)
(
P(z, y) ∧ PrPA(ν(z, x))

)
برابر را R(x, y) فرمول و

¬Q(x, y) ∧ (∀z < x)Q(z, y)

هستند فرمول Σ1 معادل Q(x, y) و (∀z < x)Q(z, y) دوی هر کنید توجه �کنیم. م تعریف

صدق هم P
(
pφ(υ0)q, y

)
در که φ(υ0) توسط تعریف�ناپذیر عدد �ترین «کوچ یعن R(x, y) و

1̄0×k̄ بسته�ی ترم را ϱ آنگاه باشد. r = 10×k و R(x, y) در نمادها تعداد k �کنیم فرضم �کند». م

تعریف�ناپذیر صحیح عدد �ترین کوچ x» یعن S(x) �کنیم. م تعریف R(x, ϱ) فرمول را S(x) و

کمتر S(x) در نمادها تعداد که ببینیم �توانیم م بولوس با مشابه روش در است». نماد r از کمتر در

PA که �کنیم م فرض حال �کند. م صدق P(s, ϱ) در ،S(ν0) فرمول s گودل عدد پس است، r از

مجموعه�ی در فرمول�ها تعداد که آنجا از باشد. سازگار

{ φ(ν0) : P
(
pφ(ν0)q, ϱ

)
است درست }

{0, 1, ..., nr} از ی حداقل �کند، تعریفم Nرا از عضو ی حداکثر فرمول هر استو nr حداکثر

یعن نیست. تعریف�پذیر کند، صدق P
(
pφ(ν0)q, ϱ

)
در که LPA در φ(ν0)ای فرمول هیچ توسط

کنید فرض است. درست ¬Q(m, ϱ) که به�طوری دارد وجود N در m < nr صحیح عدد ی

صحیح عدد �ترین کوچ m آنگاه �کند. م صدق خاصیت این در که باشد عددی �ترین کوچ m
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جمله�ی Σ1 ی با معادل چون ،(∀z < m)Q(z, ϱ) وضوح به است. نماد r از کمتر با تعریف�ناپذیر

است. اثبات�پذیر �PA در است، درست

( ناتمامیت اول (قضیه�ی .٢.٢.٣ قضیه

نیست. اثبات�پذیر PA در ¬Q(m, ϱ) باشد، سازگار PA اگر (الف)

نیست. اثبات�پذیر PA در Q(m, ϱ) باشد، ω-سازگار ،PA اگر (ب)

در (∀z < m)Q(z, ϱ) چون باشد. اثبات�پذیر PA در ¬Q(m, ϱ) که کنید فرض (الف) برهان.

همچنین .PA ⊢ S(m) است، اثبات�پذیر PA

S(m) ∧ (∀x∀y)
(
S(x) ∧ S(y) → x = y

)
P(s, ϱ) چون .PA ⊢ PrPA(ν(s,m)) ۵.۴.٢ نتیجه (الف) قسمت بنابه و است اثبات�پذیر PA در

.PA ⊢ P(s, ϱ) داریم ۴.۴.٢ گزاره�ی (الف) قسمت به بنا همچنین است، درست Σ1جمله�ی ی

پس .PA ⊢ Q(m, ϱ) یعن است، اثبات�پذیر PA در (∃x)
(
P(x, ϱ) ∧ PrPA(ν(x,m))

)
بنابراین،

است. فرض با متناقض که باشد، ناسازگار باید PA

ی Q(m, ϱ) چون باشد. اثبات�پذیر PA در Q(m, ϱ) و باشد ω-سازگار ،PA فرضکنید (ب)

انتخاب با متناقض این و است. درست Q(m, ϱ) ۴.۴.٢ گزاره�ی دوم قسمت به بنا است، Σ1جمله

است. m

ناتمامیت دوم قضیه�ی ٣.٣

پئانو، حساب استاندارد غیر مدل�های بعض در که �گوید م ما به ناتمامیت اول قضیه�ی اثبات

از استفاده با mنباشد. مساوی است ن مم نماد r از کمتر در تعریف�ناپذیر طبیع عدد �ترین کوچ

کرد. خواهیم اثبات را ناتمامیت دوم قضیه�ی شده، حسابی تمامیت قضیه�ی به توجه با و مسئله این

به�طور مدل ی اصل�پذیر، بازگشت به�طور سازگار نظریه�ی هر �گوید م شده حسابی تمامیت قضیه�ی

دارد. تعریف�پذیر حسابی
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ناتماميت قضيه�ی از مدل نظريه�ی اثبات�های برایساختن را تماميتحسابیشده قضيه�ی كرايسل

از �آوريم م ناتماميت دوم قضيه�ی برای كه اثبات در ببینید). را [٨] و [٩] و [١٣]) است كاربرده به

شده بیان زیر قضیه�ی به�صورت نتیجه این �نماييم. م استفاده شده حسابی تماميت قضيه�ی نتیجه��ی

.([٨] به شود (رجوع �پذیریم م برهان بدون نامه پایان این در را آن ما که

از مدل را M0 همچنین و PA از اصل�پذیر بازگشت به�طور گسترش را T نظریه�ی .١.٣.٣ قضیه

كه به�طوری دارد وجود T از M1 مدل يك صورت اين در �گيريم. م PA+ Con(T )

.M1 |= φ آنگاه M0 |= φ اگر LPA در φ جمله�ی Σ1 هر برای (∗)

�نويسيم م همچنين و است تعريف�پذير PA + Con(T ) از M0 مدل در T از M1 مدل گوييم

کند. صدق ١.٣.٣ قضیه (∗) شرط M1در M0و M1اگر ≺d M0

آنگاه باشند، قبل بخش در شده تعريف nr صحیح عدد و فرمول S(x) هرگاه .٢.٣.٣ لم

PA ⊢ Con(PA) → (∃x ≤ nr)S(x)

داريم �كند، م صدق مقدم وضع قاعده�ی در PrPA چون برهان.

PA ⊢ (∀x)(∀y∀z)
(
PrPA(ν(x, ȳ)) ∧ PrPA(ν(x, z̄)) → PrPA(pȳ = z̄q)

)
داريم φ فرمول Σ1 برای PA ⊢ φ→ PrPA(pφq) رابطه�ی از استفاده با حال

PA ⊢ Con(PA) → (∀y∀z)
(
PrPA(pȳ = z̄q) → y = z

)
بنابراين

PA ⊢ Con(PA) → (∀x)(∀y∀z)
(
PrPA(ν(x, ȳ)) ∧ PrPA(ν(x, z̄)) → y = z

)
كه، دهيم نشان �توانيم م PA ⊢ (∀x)(P(x, j̄) → x < n̄j) رابطه�ی به توجه با اينرو از

PA ⊢ Con(PA) → ¬Q(0, ϱ) ∨ ... ∨ ¬Q(nr, ϱ)

است. اثبات�پذير PA در Con(PA) → (∃x ≤ nr)S(x)ترتيب اين به

اثبات PA در Con(PA) آنگاه باشد، سازگار PA اگر ناتماميت) دوم (قضيه�ی .٣.٣.٣ قضیه

�شود. نم
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قضيه�ی از استفاده با آنگاه �شود. م نتيجه PA از Con(PA) و بوده سازگار PA فرضكنيد برهان.

كه آنجا از دارد. وجود PA M0از مدل تماميت،

M0 |= Con(PA)

{0, 1, 2, ., nr} مجموعه�ی در m0 يك ٢.٣.٣ لم از استفاده با PA ⊢ Con(PA)فرض به توجه با و

رابطه�ی به توجه با آنگاه .M0 |= S(m0) كه به�طوری دارد وجود

PA ⊢ (∀x)
(
Con(PA) → [S(x) → ¬PrPA(p¬Q(x̄, ϱ)q)]

)
داريم

M0 |= ¬PrPA(p¬Q(m0, ϱ)q)

ترتيب اين به

M0 |= Con(PA+ Q(m0, ϱ))

صدق شرط(∗) در كه دارد وجود PA+Q(m0, ϱ) M1از يكمدل ١.٣.٣ قضیه از استفاده با بنابراين

كه به�طوری دارد وجود {0, 1, 2, ., nr} مجموعه�ی در m1ای ،٢.٣.٣ لم از استفاده با دوباره �کند. م

معادل و است M0 در درست جمله�ی يك (∀x < m0)Q(x, ϱ) كه آنجا از بعلاوه .M1 |= S(m1)

پس است. درست M1نيز در ،M1 ≺d M0 چون و است PAحساب در Σ1جمله يك

M1 |= (∀x ≤ m0)Q(x, ϱ)

از نامتناه دنباله�ی يك به ساختار، اين تكرار با m0 < m1 داريم .M1 |= ¬Q(m1, ϱ) كه آنجا از و

ل ش به پئانو حساب مدل�های

M0 ≻d M1 ≻d ... ≻d Mi ≻d ...

ل ش به صحيح اعداد از نامتناه دنباله�ی يك و

m0 < m1 < ... < mi < ...

است. تناقض در شده�اند، انتخاب {0, 1, 2, ., nr} از miها كه اين با موضوع اين �رسيم. م
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Abstract

The shortest definition of a number by a first order formula with one free
variable is studied, where the notion of a formula defining a number extends a
notition used by Boolos in his proof of the Incompleteness Theorem. This shortest
definition of a number in PA is shown to be non-computable.
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